
Metodi Matematici della Fisica

Scritto IV A.A. 2016-2017

1. Si consideri la funzione di variabile complessa z

f(z) =
eiz

sinh z
. (1)

(a) Si trovino i suoi punti singolari e se ne calcolino i residui.

(b) Si dimostri che, per 0 ≤ y ≤ b reale,

lim
R→+∞

∫ b

0
dyf(±R+ iy) = 0 .

(c) Usando il punto precedente, si calcoli I = P.V.

∫ +∞

−∞
dx

eix

sinhx
su un percorso rettangolare nel semipiano superiore che non con-
tenga al suo interno alcun punto singolare di f(z).

2. Si consideri l’equazione differenziale

df(x)

dx
+ a f(x) = F (x) , (2)

con a > 0 e F (x) funzione continua per x ≥ 0 con F (x) = 0 per x ≤ 0.

(a) Si dimostri che, se G(x) risolve
dG(x)

dx
+ aG(x) = δ(x), allora

f(x) =

∫ +∞

−∞
dy G(x− y)F (y) risolve l’equazione (2).

(b) Si trovi G(x) usando G̃(p) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
dx e−ipxG(x).

(c) Si usiG(x) per scrivere la soluzione più generale dell’equazione (2)
con condizione iniziale f(0) = f .

3. Sia X un operatore lineare X : Cn 7→ Cn.

(a) Si dimostri che la traccia diX, Tr(X) =

n∑
j=1

〈φj |Xφj〉, non dipende

dalla base ortonormale {|φj〉}nj=1 usata per calcolarla.

(b) Si dimostri che, se X = X†, allora la traccia è la somma dei suoi
autovalori.

(c) Si dimostri che se, X = X†, allora TrX ≥ ‖X‖.
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